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ZADANIE 0. Udowodnij wszystkie fakty dotycza̧ce pojȩć domkniȩcia, wnȩtrza
i brzegu zbioru oraz zbiorów gȩstych, brzegowych i nigdzie gȩstych, podane na
wykÃladzie bez dowodu.

ZADANIE 1.
a) Wykaż, że domkniȩcie sumy skończonej zbiorów jest równe sumie ich domkniȩć.
Podaj przykÃlad, że nie jest to prawda̧ dla sum przeliczalnych.
b) Wykaż, że brzeg sumy skończonej zbiorów jest zawarty w sumie ich brzegów.
Podaj przykÃlad, że nie musi być równości, nawet dla zbiorów rozÃla̧cznych.

ZADANIE 2. Sprawdź, że zbiór C1([0, 1]) funkcji maja̧cych cia̧gÃla̧ pochodna̧ na
[0, 1] jest gȩsty i brzegowy w przestrzeni C([0, 1]) funkcji cia̧gÃlych na [0, 1] z metryka̧
supremum.

ZADANIE 3. Udowodnij równoważność definicji cia̧gÃlości funkcji w punkcie wedÃlug
Heinego i wedÃlug Cauchy’ego.

ZADANIE 4. Wykaż, że funkcja f : X → Y z jednej przestrzeni metrycznej w
druga̧ jest cia̧gÃla wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zbioru A ⊂ X zachodzi
f(A) ⊂ f(A). Podaj przykÃlad, w którym nie zachodzi równość tych zbiorów, mimo
cia̧gÃlości funkcji f .

ZADANIE 5. Które z nastȩpuja̧cych odwzorowań sa̧ cia̧gÃle?
(a) f 7→ ∫ 1

0
f(x)dx z przestrzeni C([0, 1]) z metryka̧ supremum w przestrzeń R.

(b) f 7→ f ′ z przestrzeni funkcji C1([0, 1]) maja̧cych cia̧gÃla̧ pochodna̧ w C([0, 1]),
gdy w obu przestrzeniach rozważamy metrykȩ supremum.
(c) f 7→ gF , z przestrzeni CB([0,∞)) (funkcji cia̧gÃlych i ograniczonych na póÃlprostej
nieujemnej) z metryka̧ supremum w ta̧ sama̧ przestrzeń, gdzie F jest funkcja̧ pier-
wotna̧ z f speÃlniaja̧ca̧ F (0) = 0, a g(x) = 1

|x+1| . Czy bez funkcji g byÃloby OK?

Definicja. Dwie przestrzenie metryczne (X, dX) i (Y, dY ) sa̧ homoemorficzne jeśli
istnieje odwracalna (czyli różnowartościowa i ,,na”) funkcja f : X → Y taka, że f
i f−1 sa̧ cia̧gÃle.

ZADANIE 6.
a) Sprawdź, że peÃlny kwadrat domkniȩty i koÃlo domkniȩte z metrykami euklide-
sowymi sa̧ homeomorficzne.
b) Sprawdź, że koÃlo domkniȩte z usuniȩtym punktem środkowym oraz koÃlo domkniȩte
z usuniȩtym mniejszym koÃlem domkniȩtym o tym samym środku sa̧ homeomor-
ficzne.
c) Sprawdź, że koÃlo domkniȩte z usuniȩtym punktem środkowym i dopeÃlnienie koÃla
otwartego na pÃlaszczyźnie sa̧ homeomorficzne.
Wsk.: Zastosuj pewna̧ funkcjȩ zespolona̧.
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